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moderne și facile de prelucrare a angrenajelor necirculare, cât și de introducerea acestor 
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INTRODUCERE 
 

Datorită complexității caracteristicilor cinematice și geometrice precum și avantajelor 

oferite (fiabilitate, putere mare de transmisie, toleranță la suprasarcină), angrenajele 

necirculare au constituit o permanentă provocare pentru oamenii de știință și, odată cu 

dezvoltarea soft-urilor de modelare și simulare, ele au fost relansate în industrie ca alternative 

pentru mecanismele clasice. Totodată, noile metode de prelucrare utilizând tehnologii 

performante și metode neconvenționale a determinat aprofundarea studiilor și a permis 

dezvoltarea unor noi abordări privind proiectarea roților dințate necirculare astfelîncât, în 

prezent, angrenajele necirculare se regăsesc în multiple aplicații industriale (industia 

hidraulică, agricolă, electronică, robotică, auto, etc.).  

 

OBIECTIVELE TEZEI 

 

Proiectarea angrenajelor necirculare este un proces nestrandardizat, dar este 

respectată parcurgerea a două etape principale: modelarea centroidelor necirculare și 

generarea danturii. Studiul literaturii de specialitate a evidențiat existența unor metode 

specifice abordate de specialiști pentru modelarea centroidelor necirculare și, corespunzător, 

abordări diferite privind generarea danturii care, în cazul roților dințate necirculare – spre 

deosebire de cele circulare – prenzintă elemente nestandardizate în sensul că flancurile 

dinților prezintă caracteristici geometrice diferite atât de la un dinte la altul cât și în cadrul 

aceluiași dinte.  

Lucrarea de față are ca obiectiv generalizarea procedurii de generarea danturii roților 

dințate necirculare iar dezvoltarea studiului presupune parcurgerea următoarelor etape: 
1. Modelarea centroidelor necirculare în trei ipoteze de lucru: (i) ipoteza definirii 

legii de variație a raportului de transmitere, (ii) ipoteza definirii geometriei centroidei 

conducătoare, (iii) ipoteza definirii legii de mişcare a elementului condus.  

Modelarea centroidelor necirculare constituie prima etapă în proiectarea angrenajelor 

necirculare. Caracteristicile cinematice și geometrice specifice fiecărei perechi de centroide 

conjugate sunt obținute cu ajutorul unor coduri originale PHP/MySQL care furnizează atât 

reprezentări grafice, cât și o bază de date ce este utilizată pe parcursul studiului dezvoltat 

ulterior. Este creată, de asemenea, o platformă interactivă ce permite generarea centroidelor 

necirculare, pe baza datelor inițiale de proiectare specifice fiecăreia dintre cele trei ipoteze de 

lucru.  

2. Generarea danturii roților dințate necirculare utilizând generatoarea 

materializată.  

Pe baza elementelor specifice roților dințate necirculare, este dezvoltat un studiu 

privind posibilitatea generării danturii roților necirculare utilizând generatoarea materializată 

care impune cunoașterea curbei de bază. Curba necirculară de bază este determinată în două 

ipoteze: (i) raza vectoare este perpendiculară pe linia de angrenare și (ii) rază de curbură 

constantă a flancului dintelui. Sunt create coduri originale PHP/MySQL care furnizează datele 

necesare studiului (date grafice, date numerice). 

3. Generarea danturii roților dințate necirculare cunoscând cercul de divizare și 

unghiul de presiune.  

Generalizarea procesului de generare a danturii roților dințate necirculare este 

analizată utilizând două metode originale de lucru: (i) Ipoteza 1 (IpGC1) ia în considerare 

generarea cinematică precisă a profilului flancului dintelui, considerând că, în timpul rulării, 
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pentru a genera un flanc al unui dinte, linia de divizare a cremalierei, ca tangentă la curba de 

divizare, îşi modifică permanent orientarea. Pentru curbe de divizare oarecare, în general 

convex-concave, profilul generat al flancului dintelui, denumit profil GCP (generat cinematic 

precis), este o curbă oarecare; (ii) Ipoteza 2 (IpC2) ia în considerare generarea cinematică 

„aproximativă” a profilului flancului dintelui, asimilând curba de divizare necirculară, în 

vecinătatea punctului curent cu arcul unui cerc „echivalent”, are raza egală cu raza de curbură 

a curbei de divizare în punctul respectiv. Profilul flancului dintelui, denumit  profil GCA 

(generat cinematic aproximativ), este evolventic, corespunzător cercului echivalent considerat. 

Sunt propuși algoritmi pentru cele două ipoteze de lucru care stau la baza unor coduri originale 

PHP ce permit reprezentarea grafică a flancurilor dinților.  

4. Prelucrarea roților dințate necirculare.  

Pe baza datelor furnizate de codurile originale create pentru generarea danturii, sunt 

editate modelele virtuale ale angrenajelor necirculare în mediul AutoCAD, acestea fiind 

necesare în etapa de prelucrare. Pentru prelucrare este propusă o metodă neconvențională, 

utilizând imprimanta 3D Prusa I3 – 2, iar angrenajul astfel obținut este ulterior utilizat în 

realizarea unui stand de verificare a roților dințate necirculare. Standul este prevăzut cu motor 

„pas cu pas” și cu circuit programabil Arduino Uno.  

5. Analiza condițiilor de angrenare a roţilor dinţate necirculare.  

Spre deosebire de roțile dințate circulare ale căror performanțe în angrenare se 

analizează prin metode standardizate încă din etapa de proiectare, roțile dințate necirculare 

necesită metode speciale de studiu al condițiilor de angrenare, metode bazate pe modelele 

solide virtuale. Procedeele originale propuse în cadrul lucrării de față furnizează date privind 

pata de contact analizată cantitativ și calitativ și date privind starea de tensiuni și deformații, 

în condiții de proiectare diferite pentru a evidenția influența ipotezei de lucru și a unghiului de 

presiune asupra angrenării. Contactul static dintre dinți este analizat în mediul AutoCAD, 

utilizând modelele solide ale roților dințate necirculare, pe baza unui algoritm ce presupune o 

interferență inițială controlată. Pentru starea de tensiuni și deformații sunt efectuate două studii 

prin metoda elementului finit în INVENTOR pe modelele solide importate din AutoCAD: o 

analiză statică și o analiză dinamică, care simulează angrenarea și încărcarea în anumite zone 

ale roților dințate necirculare. 

 

STRUCTURA TEZEI 
 

Teza este structurată astfel încât să răspundă obiectivelor de cercetare propuse: 

studiul cercetărilor în domeniu – modelarea centroidelor necirculate – generarea danturii și 

prelucrarea prototipurilor - analiza performanţelor în angrenare a roţilor dinţate necirculare. 

Cercetările sunt prezentate pe parcursul a 5 capitole, după cum urmează: 

 

Capitolul 1 constituie o sinteză a elementelor teoretice specifice roților dințate 

necirculare privind tipurile de angrenaje necirculare precum și aplicațiile acestora diferite 

domenii de activitate, metode propuse de cercetători pentru generarea angrenajelor 

necirculare și prelucrarea acestora. Analiza cercetărilor în domeniu stă la baza dezvoltării 

studiului propus în capitolele ulterioare privind metodele de generare a danturii roților dințate 

necirculare precum și analiza condițiilor de angrenare 

 

Capitolul 2 dezvoltă prima etapă a proiectării roților dințate necirculare, respectiv 

modelarea centroidelor. Sunt create coduri originale PHP/MySQL care furnizează reprezentări 

grafice ale centroidelor, variația raportului de transmitere instantaneu și baze de date ce conțin 
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caracteristicile geometrice și cinematice specifice angrenajului proiectat. Este prezentată o 

abordare originală pe baza unei platforme interactive care sintetizează cele trei ipoteze de 

generare a centroidelor necirculare conjugate:  (1) ipoteza legii de variație a raportului de 

transmitere instantaneu, (2) ipoteza geometriei centroidei conducătoare și (3) ipoteza legii de 

mișcare a elementului condus.  

 

Capitolul 3 propune un studiu amplu privind generalizarea procedeuilui de generare a 

danturii roților dințate necirculare. Pornind de la datele furnizate de teoria roților dințate 

circulare este analizată, mai întâi, posibilitatea generării danturii utilizând generatoarea 

materializată, respectiv curba de bază. Sunt dezvoltate două ipoteze de determinare a curbei 

de bază: (i) raza vectoare este perpendiculară pe linia de angrenare și (ii) rază de curbură 

constantă a flancului dintelui. Codurile originale PHP/MySQL create furnizează datele 

necesare studiului (date grafice, date numerice) și se observă că, în ambele situații, geometria 

curbei de bază prezintă puncte unghiulare și de întoarcere, cu zone concave accentuate și, în 

consecință, nu este corespunzătoare generării ulterioare a danturii. Această observaţie 

elimină metoda generatoarei materializate din procesul de generalizare a construirii 

profilurilor danturii roţilor dinţate necirculare. 

În continuare, generarea danturii este abordată utilizând ca reper curba de divizare și 

elemente specifice rulării fără alunecare. Sunt propuse două ipoteze de lucru: (i) Ipoteza 1 

(IpGC1) ia în considerare generarea cinematică precisă a profilului flancului dintelui, 

considerând că, în timpul rulării, pentru a genera un flanc al unui dinte, linia de divizare a 

cremalierei, ca tangentă la curba de divizare, îşi modifică permanent orientarea și (ii) Ipoteza 

2 (IpC2) ia în considerare generarea cinematică „aproximativă” a profilului flancului dintelui, 

asimilând curba de divizare necirculară, în vecinătatea punctului curent cu arcul unui cerc 

„echivalent”, are raza egală cu raza de curbură a curbei de divizare în punctul respectiv. Sunt 

create coduri originale PHP/MySQL pentru a obține atât reprezentările grafice ale flancurilor 

dinților, cât și bazele de date care, prin importul în AutoCAD, permit prelucrarea și editarea 

modelelor solide ale roților dințate necirculare.  

Este propusă o metodă neconvențională de prelucrare, pe baza modelelor solide 

obținute în AutoCAD cu ajutorul imprimantei 3D Prusa I3 – 2. Angrenajul astfel prelucrat este 

utilizat în crearea unui stand de verificare a roților dințate necrculare.  

. 

Capitolul 4 evaluează performanţele angrenării roților dințate necirculare, urmărind 

influența ipotezei de proiectare și a valorii unghiului de presiune. Sunt analizate caracteristicile 

contactului static dintre dinți și starea de tensiuni și deformații. Parametrii definitorii pentru 

contactul dintre dinți sunt calntitativi – suprafața petei de contact și calitativi – numărul de 

perechi de dinți aflați în angrenare și sunt evaluați în AutoCAD pe baza unui algoritm ce 

utilizează o interferență inițială controlată. Starea de tensiuni și deformații este analizată în 

INVENTOR, prin metoda elementului finit, atât în condiții statice cât și dinamice.Analiza este 

efectuată la nivelul dinților situați în zone concave, convexe și rectilinii ale roților dințate 

necirculare.  

 

Capitolul 5 prezintă concluziile asupra întregii lucrări de cercetare şi sunt evidenţiate 

contribuţiile personale în domeniul generalizării procedeului de generare a danturii roților 

dințate necirculare. 
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CAP. 1. STADIUL ACTUAL AL 

CERCETĂRILOR ÎN DOMENIU 

 

1.1. INTRODUCERE  
 

Roțile dințate necirculare sunt organe de mașini care pot asigura mișcări atipice, 

angrenajul necircular fiind caracterizat de caracteristici geometrice complexe și caracteristici 

cinematice variabile. Avantajele pe care le prezintă roțile dințate necirculare constituie 

argumentul principal în utilizarea acestora ca înlocuitor al mecanismelor clasice (came, 

cuplaje, transmisii cu lanțuri sau curele) care pot genera mișcări speciale similare. Astfel, roțile 

dințate necirculare prezintă o construcție compactă, precisă, fiabilă și caracteristici superioare 

privind puterea mecanică și toleranța la suprasarcină. Dezavantajul major, provenit din 

complexitatea geometrică și cinematică a acestor angrenaje ceea ce duce la lipsa unor 

procedee standardizate de generare, îl constituie costul ridicat de prelucrare. În prezent, 

urmare a perfecționării continue a tehnologiilor de generare și de prelucrare, precum și a 

creșterii constante a interesului pentru roțile dințate necirculare, costul de producție s-a redus 

considerabil ([1], [2]).   

Roțile dințate necirculare au trezit interesul oamenilor de știință începând cu sec. XV, 

când sunt datate primele mențiuni reprezentate de câteva schițe semnate de Leonardo da 

Vinci, în colecția „Codex” (Fig. 1.1) [3], [4]. În secolele ce au urmat, roțile dințate necirculare 

capătă utilizări concrete. Astfel, instrumentele astronomice, cele muzicale, mecanismele de 

ceas sau jucăriile sunt construite utilizând angrenaje necirculare (sec. XVII – XVIII) [5].  

 

 

 
 

Fig.1.1. Roți dințate 

necirculare schițate de 

Leonardo da Vinci în 

colecția ”Codex” [3], [4] 

 

 
 

În secolul IX, roțile dințate necirculare sunt introduse în procesul educativ de către omul 

de știință Ferdinand Redtenbacher, iar sfârșitul secolului XIX şi începutul secolului XX 

constituie perioada în care sunt realizați pași importanți în domeniul cercetării roţilor dințate 

necirculare.  
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1.2. TIPURI DE ROŢI DINŢATE NECIRCULARE 
 

  
a) b) 

 

Fig. 1.4. Roți dințate necirculare cu viteză variabilă continuu  

a) roți dințate eliptice [20]; b) roți dințate cu 4 lobi [21] 

 

 

 
 

Fig. 1.5. Roți dințate necirculare cu trepte de viteză constantă [2]  

  

 

 

Fig. 1.6.   Roți dințate necirculare cu curbe de 

divizare logaritmice [21] 

 

Pentru traiectorii speciale ale elementului condus, roțile dințate necirculare sunt folosite 

fie pentru a înlocui sau pentru a conduce mecanisme clasice cu bare (Fig. 1.7) iar literatura de 

specialitate oferă numeroase studii efectuate de oamenii de știință ([29], [30], [31], [32], [33], 

[34], [35], [36], [37], [38], [39]). 

 

Fig. 1.7. Mecansim spațial 

pentru obținerea unei 

traiectorii impuse [32] 

 

m  (   )
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1
[rad]

a li lf r

T = 2

a

b

avans retragerefaza activa
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1.3. APLICAȚII INDUSTRIALE ALE ANGRENAJELOR NECIRCULARE  
 

 

 

 

 

Fig. 1.8. Mecanismul Freudenstein [24]        

1, 2 – roți dințate circulare; 3, 4 – roți 

dințate necirculare; 7 – arbore intrare 

8 – arbore ieșire 

Fig. 1.9. Mecanism propus de Doric [26] 

pentru înlocuirea mecanismului Geneva 

 

 

 

 

 
 

a) 

 
b) 

Fig. 1.10. Roată dințată eliptică pentru 

dispozitive de pompare a fluidelor (a) 

și dispozitiv de prelucrare a danturii (b) 

propuse de Kitano [40] 

Fig. 1.11. Angrenaj planetar cu roți dințate 

necirculare [41]  
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Fig. 1.12. Pompă rotativă cu roți dințate 

necirculare propusă de  

Takami [42] 

 

Fig. 1.13. Cutie de viteze cu trei angrenaje 

de roți dințate necirculare [43] 

 

1.4. ELEMENTE DE PROIECTARE A ROŢILOR DINŢATE 

NECIRCULARE 
 

Complexitatea caracteristicilor geometrice ale roților dințate necirculare corespunzătoare 

varietății tipurilor de mișcari ce pot fi efectuate de acestea, face ca proiectarea angrenajelor 

necirculare sa fie un proces nestandardizat. Cu toate acestea, studiul literaturii de specialitate 

evidențiază două etape esențiale în cadrul procesului de proiectare: 

(I) - Generarea curbelor de divizare conjugate ale roților dințate necirculare. Curba de 

divizare (centroida) reprezintă elementul definitoriu al unei roți dințate necirculare de-a lungul 

căreia se dipune dantura. 

(II) - Generarea danturii. 

Principiul fundamental ce stă la baza proiectării angrenajelor necirculare este principiul 

rulării conform căruia centroidele sunt în fiecare moment al rotației tangente în centrul 

instantaneu de rotație, se rotesc una față de cealaltă fără alunecare și orice arc de pe o 

centroidă se imprimă, cu aceeasi lungime, pe centroida conjugată. 

 

1.4.1.  Generarea curbelor de divizare 

 

Pe baza analizei cercetărilor în domeniu, modalitățile de generare a curbelor de divizare 

abordate de oamenii de știință sunt grupate în trei mari categorii, categorii definite de datele 

inițiale de proiectare ce constituie ipoteza de lucru corespunzătoare cerințelor de funcționare 

(I) Ipoteza  legii de variație a raportului de transmitere instantaneu 

(II) Ipoteza ecuației polare a curbei de divizare a roții conducătoare  

(III) Ipoteza legii de mișcare a elementului condus  
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1.4.2. Generarea danturii roţilor dinţate necirculare  

 

 Generarea danturii roților dințate necirculare constituie provocarea principală în 

proiectarea unui angrenaj necircular datorită geometriei complexe care nu permite 

standardizarea procedeului. Dacă în cazul roților dințate circulare generarea danturii se 

bazează pe desfășurarea cercului de bază, în cazul roților dințate necirculare curba de bază 

nu permite o modelare corectă și astfel nu poate fi utilizată ca reper în această etapă de 

proiectare ([79], [80]). Geometria complexă a roților dințate necirculare are nu permite 

standardizarea procedeului de generare a danturii, astfel încât, spre deosebire de roțile dințate 

circulare, pentru care generarea danturii se raportează la cercul de bază, în cazul roților dințate 

necirculare dantura este generată pe baza unor metode speciale de calcul,.  

 

1.4.3. Prelucrarea roţilor dinţate necirculare 

 

Literatura de specialitate prezintă prelucrarea roţilor dinţate necirculare atât prin metode 

clasice, cât și prin metode moderne, bazate pe modelul CAD al roților, respectiv tăierea prin 

eroziune electrică, tăierea cu laser şi tăierea cu jet de apă şi material abraziv. Metodele clasice 

sunt specifice danturilor standard (rulare, copiere), cu echipamente tehnologice modificate 

corespunzător geometriei roţilor; dar generarea utilizând scule profilate, cum ar fi freze deget-

modul sau disc-modul, prin divizare discretă, nu se recomandă deoarece productivitate 

prelucrării este scăzută [2]. De asemenea, utilizarea unor roţi şablon, a lanţurilor cinematice 

suplimentare etc., influenţează negativ precizia de prelucrare şi complexitatea echipamentului 

[101]. Kitano [40] brevetează o mașină de prelucrat adaptată pentru generarea roților dințate 

eliptice a căroro dantură este modelată cu unghiuri de presiune diferite. R. Cioară propune o 

soluție cinematică simplificată pentru mașinile de danturat pe contur necircular, respectiv o 

mașină de prelucrat roți cilindrice necirculare prin mortezare, cu cuțit – roată, cu comandă 

numerică [102]. Vanin și Kolodin propun, de asemenea, o cinematică simplificată  pentru 

mașina de danturare a roților necirculare prin frezare [103].  

Variantele moderne de prelucrare sunt frecvent întâlnite în literatura de specialitate. Li 

ș.a. [91] prelucrează roți dințate necirculare cu ajutorul unei mașini cu descărcare de electroni, 

cu comandă numerică. Carr [20] utilizează, de asemenea, o mașină cu comandă numerică 

pentru prelucrarea roților dințate eliptice modificate. Ottaviano ș.a. prelucrează roțile dințate 

necirculare pe baza modelului CAD, pe o mașină cu comandă numerică de tip Mazak Nexus 

410A [46]. Yazar ș.a. [53] prelucrează angrenajul necircular pe o mașină de frezare cu 

comandă numerică. Vasie și Andrei [1] danturează roți dințate necirculare, pe baza modelului 

CAD, prin tăiere cu jet de apă. Cristescu și Andrei [2] prelucrează roți dințate necirculare cu 

trepte de viteză pe o maşină de frezat cu comandă numerică, în două etape, cu freze diferite 

utilizând un program realizat pe baza coordonatelor furnizate de modelele virtuale generate în 

mediul AutoCAD. 
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CAP. 2. IPOTEZE DE MODELARE A 

CENTROIDELOR NECIRCULARE 

 

2.1. INTRODUCERE 
 

Modelarea centroide necirculare conjugatese face pornind de la: 

(1) Legea de variație a raportului de transmitere, distanța dintre centrele de rotaţie 

ale centroidelor (distanţa dintre axe) și numărul de rotaţii ale acestora într-o perioadă a mişcării 

de rotaţie, respectiv numerele de dinţi ai roţilor dinţate. Datele iniţiale permit determinarea 

geometriilor/ecuațiilor polare sau carteziene ale centroidelor conjugate și legea de mișcare a 

elementului condus; 

(2) Geometria centroidei conducătoare și numărul de rotaţii ale centroidelor într-o 

perioadă a mişcării de rotaţie, respectiv numerele de dinţi ai roţilor dinţate. Se determină 

geometria curbei de divizare conduse, distanța dintre axe, legea de variație a raportului de 

transmitere și legea de mișcare a elementului condus; 

(3) Legea de mișcare a centroidei conduse, distanța dintre axe și numărul de dinți 

ai roţilor. Prin determinarea rapidă a variaţiei raportului de transmitere, cazul se substituie 

primei ipoteze de modelare a centroidelor;  

Elementele definitorii considerate în procedurile de generare a centroidelor necirculare 

conjugate sunt (Fig. 2.1): 

 

 
 

Fig. 2.1. Centroide necirculare conjugate  
 

2.2. IPOTEZA LEGII DE VARIAŢIE A RAPORTULUI DE 

TRANSMITERE  

 

Ipoteza legii de variație a raportului de transmitere are, ca date inițiale, funcția ce 

descrie variația raportului de transmitere, 𝑚21(𝜑1), distanța dintre axe, D, numărul de rotații 

ale celor două centroide, N1, N2, într-o perioadă a mişcării de rotaţie a angrenajului și numărul 

de dinți ce se vor dispune pe centroida conducătoare, z1. Raportul de transmitere trebuie să 
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fie o funcţie continuă, strict pozitivă, derivabilă și periodică. Pe baza acestor date, se determină 

legea de mișcare a centroidei conduse, 𝜑2(𝜑1) și geometriile celor două centroide conjugate.  

Fig. 2.2. redă algoritmul de calcul propus pentru generarea centroidelor în ipoteza 

raportului de transmitere. După determinarea geometriei centroidelor, aceasta este investigată 

sub aspectul razelor minime de curbură din zonele convexe şi concave, după caz, şi  se verifică 

condiţia de evitare a subtăierii, pentru parametrii definitorii aleşi. 

 

Date inițiale ⇨ 

Pasul 1 – Determinarea legii de mișcare a elementului 
condus (Ec. 2.4) 

Raportul de transmitere 
𝒎𝟐𝟏 = 𝒎𝟐𝟏(𝝋𝟏) 

Distanța dintre axe, D 
Numărul de rotații al centroidei 
conducătoare, N1 

Numărul de rotații al centroidei  
conduse, N2 

Numărul de dinți ai pinionului z1 

⇩ 
Pasul 2 – Determinarea geometriei centroidei 
conducătoare (Ec. 2.5) 

⇩ 

Pasul 3 – Determinarea geometriei centroidei conduse 
(Ec. 2.6) 

⇩ 

Pasul 4 – Stabilirea valorii minime a razei de curbură 

în zona concavă (𝜌𝑐𝑣,𝑚𝑖𝑛) și în zona convexă (𝜌𝑐𝑥,𝑚𝑖𝑛) 

(Ec. 2.3) 

 

 
⇩ 

 Pasul 5 - Determinarea lungimii centroidei 
conducătoare L1 (Ec. 2.9) și a modulului m (Ec. 2.8) 

 
⇩ 

 𝜑2(𝜑1), 𝑟1(𝜑1
), 𝑟2(𝜑1

) 
 

 

Fig. 2.2. Algoritm pentru generarea centroidelor necirculare conjugate în ipoteza legii 

de variație a raportului de transmitere 

 

Aplicația creată permite, cu ajutorul opțiunii „Date AutoCAD”, preluarea datelor obținute 

și importul acestora în mediul AutoCAD, ca primă etapă în prelucrarea ulerioară a danturii. 

Totodată, reprezentarea grafică a centroidelor conjugate în mediul AutoCAD furnizează 

elementele necesare unui studiu comparativ sau chiar posibilitatea efectuării unei verificări 

suplimentare a calculelor, prin măsurare directă, înainte de a trece la următoarea etapă a 

proiectării. 

 

 

Fig. 2.3. Reprezentare 
grafică în PHP/HTML a 
centroidelor conjugate 

generate în ipoteza 
raportului de transmitere 
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Figura 2.5 ilustrează reprezentarea în mediul AutoCAD a trei perechi de centroide 

conjugate generate pe baza algoritmului creat pentru ipoteza legii de variație a raportului de 

transmisie, definite de raportul de transmitere: 

 

𝑚21(𝜑1) = 1 +
cos(𝜑

1
)

4
+
sin(3𝜑

1
)

5
 (2.12) 

 

numărul de rotaţii N1 = N2 = 1, numărul de dinți z1 = 48, cu diferite valori ale distanţei dintre 

axe.  

 

 
 

Fig. 2.5. Influenţa 
distanţei dintre axe 
asupra geometriei 

centroidelor 

 

Analiza influenței distanței dintre axe asupra geometriei centroidelor necirculare 

conjugate evidențiază faptul că valori mai mari ale distanței dintre axe au efect de scalare 

asupra curbelor, determinând o creștere a lungimilor curbelor și o reducere a concavității. 

În Fig. 2.6 – 2.8 sunt redate exemple de reprezentări grafice ale centroidelor conjugate 

necirculare (Fig. 2.6a, 2.7a, 2.8a) generate în ipoteza legii de variație a raportului de 

transmitere descris de diferite funcții, conform modelului prezentat în relația (2.13). De 

asemenea, sunt ilustrate și graficele de variație pentru raportul de transmitere corespunzător, 

în funcție de unghiul de rotație a pinionului (Fig. 2.6b, 2.7b, 2.8b).  

 

  
a) b) 

Fig. 2.6. Reprezentarea grafică a centroidelor conjugate (a) și a legii de variație a 
raportului de transmitere (b) în ipoteza raportului de transmitere pentru un angrenaj 

având date inițiale: 𝒎𝟐𝟏 = 𝟏 +
𝐜𝐨𝐬(𝜑1)

𝟒
; D = 200 mm; N1 = N2 = 1; z1 = 48  
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a) b) 

Fig. 2.7. Reprezentarea grafică a centroidelor conjugate (a) și a legii de variație a 
raportului de transmitere (b) pentru un angrenaj având date inițiale:                          

𝑚21 = 1 +
cos(𝜑1)

4
+

cos(2𝜑1)

5
; D = 200 mm; N1 = N2 = 1; z1 = 48 

 

  

a) b) 
Fig. 2.8. Reprezentarea grafică a centroidelor conjugate (a) și a legii de variație a 

raportului de transmitere (b) pentru un angrenaj având date inițiale:                          

𝑚21 = 1 +
cos(𝜑1)

4
+

cos(2𝜑1)

5
+

cos(3𝜑1)

3
; D = 200 mm; N1 = N2 = 1; z1 = 48 

 

 

2.3. IPOTEZA GEOMETRIEI CENTROIDEI CONDUCĂTOARE 
 

În Fig. 2.9 este prezentat algoritmul pe baza căruia a fost conceput programul 

PHP/HTML pentru generarea centroidelor conjugate necirculare, în ipoteza în care se 

cunoaște ecuația definitorie a geometriei centroidei conducătoare.  

În cazul ipotezei geometriei centroidei conducătoare, aplicația creată furnizează 

reprezentările grafice ale centroidelor conjugate, variația raportului de transmitere și valoarea 

calculată a distanței dintre axe. De asemenea, datele obținute pot fi importate în AutoCAD, fie 

pentru modelarea ulterioară a danturii, fie pentru a evalua corectitudinea datelor prin 

măsurători directe și studii comparative. Figura 2.6 ilustrează reprezentarea în PHP/HTML 

furnizată de programul creat pentru un angrenaj necircular care are ca date de proiectare 

geometria centroidei conducătoare exprimată de relația (2.23), numărul de rotații efectuate de 

pinion este N1 = N2 = 1 și un număr de dinți z1 = 48. Distanța dintre axe obținută este D= 

182,479 mm. 

 

𝑟1(𝜑1
) = 1 +

cos(3𝜑
1
)

9
+
cos(4𝜑

1
)

10
 (2.23) 
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Date inițiale ⇨ 

Pasul 1 – Determinarea lungimii curbei pentru 
centroida conducătoare L1 (Ec. 2.9) și a modulului m 
(Ec. 2.8) 

Geometria centroidei 
conducătoare 

𝒓𝟏 = 𝒓𝟏(𝝋𝟏) 
Numărul de rotații al 
centroidei conducătoare, N1 

Numărul de rotații al 
centroidei  
conduse, N2 

Numărul de dinți z1 

 
⇩ 

Pasul 2 – Determinarea lungimii curbei pentru roata 
dințată circulară echivalentă L0 (Ec. 2.14), a factorului 
de scalare k (Ec. 2.13) și scalarea centroidei 

conducătoare 𝑟01(𝜑1)  (Ec. 2.15) 

⇩ 

Pasul 3 – Determinarea distanței dintre axe (Ec. 
2.17, 2.18) 

⇩ 

 Verificare (Ec. 2.19) 

2𝜋

𝑁1
−∫

𝑟01(𝜑1)

𝐷 − 𝑟01(𝜑1)
𝑑𝜑

2𝜋
𝑁2

0

< 𝜀 

NU DA 

⇩ 

⇩ 
Angrenaj extern Angrenaj intern 

𝐷 = 𝐷0 + ∆ 𝐷 = 𝐷0 − ∆ 

 

    

Pasul 4 – Stabilirea valorii minime a razei de curbură 

în zona concavă (𝜌𝑐𝑣,𝑚𝑖𝑛) și în zona convexă (𝜌𝑐𝑥,𝑚𝑖𝑛) 

(Ec. 2.3) 

 
⇩ 

 𝜑2(𝜑1), 𝑟2(𝜑1
) 

 

Fig. 2.9. Algoritm pentru generarea centroidelor necirculare conjugate în ipoteza 

geometriei centroidei conducătoare 

 

 

Fig. 2.10. Reprezentare 

grafică în PHP/HTML a 

centroidelor conjugate 

generate în ipoteza 

centroidei 

conducătoare 

 

Figura 2.11 prezintă reprezentarea comparativă a trei perechi de centroide conjugate 

generate în ipoteza geometriei centroidei conducătoare exprimate de Ec. (2.24), N1 = N2 = 1 

și valori diferite ale numărului de dinți: z11 = 36, z12 = 48, z13 = 54. 
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Fig. 2.11. 

Reprezentare grafică 

comparativă, în 

AutoCAD, a 

centroidelor 

conjugate generate în 

ipoteza centroidei 

conducătoare 

 

  
a) b) 

  
c) d) 

Fig. 2.12. Reprezentarea grafică a centroidelor conjugate (a, c) și a legii de variație a 
raportului de transmitere (b, d) în ipoteza geometriei centroidei conducătoare. 

Date inițiale: 𝑟1(𝜑1) = 1 +
cos(3𝜑1)

9
; N1 = N2 = 1; z1 = 48 

 

  
a) b) 

  
c) d) 

Fig. 2.13. Reprezentarea grafică a centroidelor conjugate (a) și a legii de variație a 
raportului de transmitere (b) în ipoteza geometriei centroidei conducătoare. 

Date inițiale: 𝑟1(𝜑1) = 1 +
cos(2𝜑1)

4
+

sin(2𝜑1)

6
; N1 = N2 = 1; z1 = 48 
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2.4. IPOTEZA LEGII DE MIȘCARE A CENTROIDEI CONDUSE 
 
 Algoritmul care permite generarea curbelor de divizare ale roţilor dinţate necirculare în 
cazul ipotezei cunoaşterii legii de mişcare a elementului condus este  prezentat în Fig. 2.14. 
 

Date inițiale ⇨ 

Pasul 1 – Determinarea raportului de transmitere (Ec. 
2.20) 

Legea de variație a elementului 
condus 

𝝋𝟐 = 𝝋𝟐(𝝋𝟏) 
Distanța dintre axe, D 
Numărul de rotații al centroidei 
conducătoare, N1 

Numărul de rotații al centroidei  
conduse, N2 

Numărul de dinți z1 

⇩ 
Pasul 2 – Determinarea geometriei centroidei 
conducătoare (Ec. 2.5) 

⇩ 

Pasul 3 – Determinarea geometriei centroidei conduse 
(Ec. 2.6) 

⇩ 

Pasul 4 – Stabilirea valorii minime a razei de curbură 

în zona concavă (𝜌𝑐𝑣,𝑚𝑖𝑛) și în zona convexă (𝜌𝑐𝑥,𝑚𝑖𝑛) 

(Ec. 2.3) 

 
 

⇩ 

  𝑚21(𝜑1), 𝑟1(𝜑1
), 𝑟2(𝜑1

), 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑢𝑙𝒎 

 

Fig. 2.14. Algoritm pentru generarea centroidelor necirculare conjugate în ipoteza legii 

de variație a raportului de transmitere instantaneu 

 

  
a) b) 

Fig. 2.15. Reprezentarea grafică a centroidelor conjugate (a) și a legii de variație a 
raportului de transmitere (b) pentru un angrenaj generat în ipoteza legii de mișcare a 

elementului condus 

Date inițiale:  𝜑2(𝜑1) = 𝜑1 +
sin(𝜑1)

3
+

sin(2𝜑1)

6
; D = 200 mm; N1 = N2 = 1; z1 = 48 

 

  
a) b) 

Fig. 2.16. Reprezentarea grafică a centroidelor conjugate (a) și a legii de variație a 
raportului de transmitere (b) pentru un angrenaj generat în ipoteza legii de mișcare a 

elementului condus 
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Date inițiale:  𝜑2(𝜑1) = 𝜑1 −
sin(𝜑1)

3
+

sin(2𝜑1)

6
; D = 200 mm; N1 = N2 = 1; z1 = 48 

 

  
a) b) 

Fig. 2.17. Reprezentarea grafică a centroidelor conjugate (a) și a legii de variație a 
raportului de transmitere (b) pentru un angrenaj generat în ipoteza legii de mișcare a 

elementului condus 

Date inițiale:  𝜑2(𝜑1) = 𝜑1 +
sin(5𝜑1)

25
; D = 200 mm; N1 = N2 = 1; z1 = 48 

 

  
a) b) 

Fig. 2.18. Reprezentarea grafică a centroidelor conjugate (a) și a legii de variație a 
raportului de transmitere (b) pentru un angrenaj generat în ipoteza legii de mișcare a 

elementului condus 

Date inițiale:  𝜑2(𝜑1) = 𝜑1 −
sin(5𝜑1)

25
; D = 200 mm; N1 = N2 = 1; z1 = 48 
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CAP. 3. GENERAREA DANTURII ROŢILOR 

DINŢATE NECIRCULARE 

 

3.1. NOŢIUNI GENERALE 

 

Generarea danturii unei roţi dinţate presupune (i) generarea curbei generatoare, 

respectiv a profilului flancului dintelui, şi (ii) generarea curbei directoare, respectiv a curbei de 

dispunere a dintelui pe lăţimea roţii dinţate. În funcţie de modul în care este generat flancul 

dintelui, se deosebesc două tipuri de generatoare:  

I. generatoare materializată  

II. generatoare cinematică. 

Pentru evidenţierea curbelor de bază în geometria roţilor dinţate necirculare, pe baza unei 

curbe de divizare predefinite, se utilizează următoarele ipoteze, inspirate din teoria roţilor 

dinţate standard (Fig. 1.1): 

- Ipoteza CB1. Curba de bază este locul geometric al punctelor T în care perpendiculara din 

centrul de rotaţie al roţii intersectează linia de angrenare;  

- Ipoteza CB2. Curba de bază este locul geometric al punctelor T situate, faţă de punctele 

curente de pe cercul de divizare, la o distanţa egală cu raza de curbură a evolventei, PT, care 

ar trece prin acel punct, calculată conform Fig. 1.1.  

 

 
Fig. 3.1. Evolventa cercului 

 

P = centrul instantaneu de rotaţie (polul 

angrenării) 

(tg) = dreapta tangentă pe cercul de divizare  

(la) = dreapta care rulează pe cercul de 

bază (normală la evolventă) 

M = punct curent pe evolventă, M  (la) 

B = punctul din care se generează 

evolventa 

T = piciorul perpendicularei pe (la), situat pe 

cercul de bază 

φ = unghi curent format raza vectoare a 

punctului curent de pe evolventă, E 

𝜓 = 𝛼 + 𝜑 + 𝛾 

𝛾 = tan(𝛼 + 𝜑) − (𝛼 + 𝜑) = inv(𝛼 + 𝜑) 
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3.3. GENERAREA CINEMATICĂ A PROFILURILOR  

       FLANCURILOR DINŢILOR 
 

Ipoteza 1 (IpGC1) ia în considerare generarea cinematică precisă a profilului flancului 

dintelui [116], [2]. În timpul rulării, pentru a genera un flanc al unui dinte, linia de divizare a 

cremalierei, ca tangentă la curba de divizare, îşi modifică permanent orientarea. Astfel, pentru 

generarea flancului dintelui i, care intersectează curba de divizare a roţii în punctul Ei (Fig. 

3.6a), cremaliera este poziţionată cu linia de divizare (l.d.c)i tangentă la curba de divizare, 

formând unghiul i cu raza curentă r(φi), şi primeşte mişcarea de rulare în vecinătatea punctului 

Ei, în ambele sensuri, pentru generarea zonelor de cap şi picior ale dintelui, respectiv. Într-un 

punct curent din vecinătatea punctului Ei, linia de divizare a cremalierei are orientarea (l.d.c)ij, 

formând unghiul ij, variabil, cu raza vectoare rij, în punctul de tangenţă curent. Pentru curbe 

de divizare oarecare, în general convex-concave, profilul generat al flancului dintelui va fi o 

curbă oarecare şi va fi denumit, în studiile ulterioare, profil GCP (generat cinematic precis);  

 

 
a) b) 

Fig. 3.6. Ipoteze de generare cinematică precisă (a) şi „aproximativă” (b) 

a profilului flancului dintelui 

 

Ipoteza 2 (IpGC2) ia în considerare generarea cinematică „aproximativă” a profilului 

flancului dintelui, asimilând curba de divizare necirculară, în vecinătatea punctului Ei, cu arcul 

unui cerc „echivalent”, care trece prin punctul Ei şi are raza i egală cu raza de curbură a curbei 

de divizare în punctul Ei (Fig. 3.6b). În timpul rulării în vecinătatea punctului Ei, linia de divizare 

a cremalierei (l.d.c)i, ca tangentă la cercul echivalent, îşi păstrează orientarea la nivelul fiecărui 

flanc al dinţilor, dar o modifică de la un flanc la altul; astfel, pentru generarea flancului activ al 

dintelui i, linia de divizare a cremalierei este înclinată cu unghiul i constant, format de raza 

vectoare a punctului Ei şi tangenta la curbă/cercul echivalent, în acest punct. Profilul flancului 

dintelui va fi evolventic, corespunzător cercului echivalent considerat, şi va fi denumit profil 

GCA (generat cinematic aproximativ).  

Pentru generarea danturii, în cele două ipoteze, se va presupune că dinţii sunt dispuşi 

pe curba de divizare astfel încât să se asigure un pas unghiular constant, ceea ce va induce 

un pas variabil de-a lungul curbei de divizare. 
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        a) m21 = 1 + 0,25cos(2φ)               b) m21 = 1 + 0,25sin(3φ) 

  

  

c) m21 = 1 + cos(2φ)/6 d) m21 = 1 + cos(φ)/4 + sin(3φ)/3  

  

Fig. 3.13. Profilurile GCP ale flancurilor dinţilor roţilor dinţate necirculare 

 

 

 

 
 

a) m21 = 1 + 0,25cos(2φ) b) m21 = 1 + 0,25sin(3φ) 

 
 

d) m21 = 1 + cos(2φ)/6 d) m21 = 1 + cos(φ)/4 + sin(3φ)/3 

 

Fig. 3.16. Profilurile GCA ale flancurilor dinţilor roţilor dinţate necirculare 

 

Pe baza algoritmului prezentat a fost creat un nou cod original PHP (Anexa 7), cu 

ajutorul căruia au fost generate curbele de divizare şi profilurile CGA ale flancurilor dinţilor 
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pentru angrenaje necirculare definite de raportul de transmitere m21, distanţa dintre axe D, 

unghiul de presiune al cremalierei α = 20º şi numerele de dinţi z1 = z2 = 36 (Fig. 3.16). 

 

3.3.3. Analiza comparativă a profilurilor flancurilor danturii 
 

Pentru studiul comparativ privind caracteristicile geometrice ale flancurilor evolventice 

ale dinților generate cinematic, prin cele două ipoteze, a fost generată dantura roţii 

conducătoare unui angrenaj necircular, proiectat în ipoteza raportului de transmitere 

instantaneu definit de relația (3.39). Se consideră distanța dintre axe D = 200 mm și numărul 

de dinți z = 36. Bazele de date obținute cu ajutorul codului PhP sunt importate în AutoCAD și 

reprezentarea grafică este ilustrată în Fig. 3.17. 

 

m21 = 1 + cos(φ)/4 + sin(3φ)/3 (3.39) 

 

 
a) b) 

 

Fig. 3.17. Profilul flancurilor CGP şi CGA ale danturii generate cinematic  

a) dantura completă; b) detalii dinţi din zona cu curbură mică (zona convexă - A), 

zona cu curbură maximă (zona concavă – B) şi zona (aproape) rectilinie - C 

 

Comparația între flancurile ”corecte” și cele generate prin metoda ”aproximativă”, 

efectuată analizând modelele editate în AutoCAD, pe baza datelor furnizate de codul PhP, 

evidențiază diferenţe ale curburilor profilurilor dinților, ce pot fi asimilate unor deplasări de 

profil.  

 

 

Fig. 3.18. Selecţie dinţi pentru analiza comparativă a profilului 
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Rezultatele analizei comparative efectuate evidențiază o serie de caracteristici ale 

profilului flancului dintelui generat prin metoda „corectă”: 

- pentru dintele situat în zona convexă, cu rază de curbură maximă (dintele A), abaterea medie 

în zona de picior (7,95* 10-3  mm) este mai mică decât cea din zona de cap (10,39 * 10-3  mm) 

fapt explicat printr-o grosime mai mică a dintelui în zona de picior, apropiată de profilul 

„aproximativ”. 

- pentru dintele din zona concavă (dintele B) abaterea medie în zona de picior este 10,63 * 10-

3  mm, iar în zona de cap 12,58* 10-3  mm. Abaterea crescută în zona de cap este justificată 

de o grosime redusă a dintelui generat corect, în conformitate cu forma curbei de divizare în 

zona cu rază de curbură minimă. 

- în zona rectilinie, dintele C prezintă o abatere medie de 10,41* 10-3  mm în zona de picior și 

9,36 * 10-3  mm în zona de cap.  

 
 

Fig. 3.19. Variaţia deplasării între profilul GCP și profilul GCA 

 

3.3.4. Modelarea solidă a angrenajelor necirculare 

 

 Modelarea solidă a angrenajelor necirculare este necesară atât pentru prelucrarea 

acestora, cât şi în etapa finală a procesului de proiectare a angrenajelor necirculare, respectiv 

pentru analiza performanțelor angrenării. 

Figura 1.20 ilustează modelele solide pentru angrenajele necirculare definite de raportul 

de transmitere instantaneu exprimat de relația (3.39), în ipoteza generării cinematice precise 

(Fig. 3.20a) și aproximative (Fig. 3.20b) a profilurilor flancurilor dinţilor. 

 

 
 

a) b) 

Fig. 3.20. Modele solide ale angrenajelor necirculare generate în IpGC1 (a) și IpGC2 

(b) 
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CAP. 4. ANALIZA CONDIŢIILOR DE 

ANGRENARE ALE ROŢILOR DINŢATE 

NECIRCULARE 

 

4.2. ANALIZA STATICĂ A ANGRENĂRII ROȚILOR DINȚATE 

NECIRCULARE 
 

Studiul condițiilor de angrenare pentru roțile dițate necirculare în modul static  este 

efectuat pe modelele solide și se bazează pe acuratețea datelor furnizate de programul creat 

în PHP pentru generarea danturii. Analiza statică a condițiilor de angrenare pentru angrenajele 

necirculare este dezvoltată pe două direcții:  

- analiza contactului dintre dinți care, prin interferențe controlate, oferă informații privind 

suprafața de contact; 

- analiza stării de tensiuni și deformații, bazată pe principiile existente în studiul angrenajelor 

cilindrice. 

 

(a) Influenţa ipotezei de generare asupra contactului 

 

Pentru studiul influenței ipotezei de generare asupra contactului static dintre dinți, au 

fost generate două angrenaje necirculare, proiectate în ipoteza raportului de transmitere 

instantaneu definit de relația (4.1), în cele două ipoteze prezentate anterior:  

- AnGP1 – generat în ipoteza GC1, denumită și generarea „precisă”. 

- AnGA1 – generat în ipoteza GC2, denumită și generarea „aproximativă”. 

 

 

Fig. 4.1. Poziționarea dinților analizați pe angrenajul multiviteză 
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4.2.2. Starea de tensiuni și deformații 

 

 Analiza statică a stării de tensiuni și deformații urmărește influența ipotezei de generare 

a danturii, respectiv a parametrilor de proiectare se desfășoară în etape, după cum urmează: 

1. Importul în Inventor al modelului solid editat în AutoCAD (Fig. 4.8) 

 

 
 

Fig. 4.8. Roată dințată necirculară reprezentată în mediul AutoDesk Inventor 

 

2. Alegerea materialului din care este confecționată roata (Aluminiu 6061-T6);  

3. Stabilirea gradelor de libertate/constrângerilor: un grad de libertate, rotație în jurul axei Oz, 

constrângere asupra butucului roții; 

4. Poziționarea forței F = 10 N, pe coroana dintelui studiat, normală la suprafața dintelui, pe 

direcția liniei de angrenare, acționând pe toată lățimea dintelui. (Fig. 4.9);  

 

 
Fig. 4.9. Poziționarea forței din timpul angrenării, pentru angrenare unipară 

 

5. Stabilirea structurii elementelor finite (Fig. 4.10 ): 

- mărimea medie a elementului finit (ca fracție a spațiului de încadrare): 0,1; 

- mărimea minimă a elementului finit (ca o fracție a mărimii medii): 0,2; 

- unghiul maxim de rotație a elementului: 60 °; 

- nr. noduri: 257503, nr. elemente: 167286. 
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Fig. 4.10. Descompunerea modelului solid în elemente finite 

 

6. Executarea simulării și preluarea rapoartelor privind distribuţia tensiunilor Von Mises (Fig. 

4.11), câmpul deformațiilor (Fig. 4.12) și distribuția tensiunilor echivalente (Fig. 4.13). 

 

 
Fig. 4.11. Distribuția tensiunilor echivalente Von Mises pentru dintele B al 

angrenajului necircular AnGP2 

 

 
Fig. 4.12. Distribuția tensiunilor echivalente pentru dintele B al angrenajului 

necircular AnGP2 
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Fig. 4.13. Câmpul de deformații pentru dintele B al angrenajului necircular AnGP2 

  

4.3. ANALIZA DINAMICĂ A ANGRENĂRII ROȚILOR DINȚATE 

NECIRCULARE 
 

4.3.1. Simularea dinamică 

 

 Simularea dinamica este utilizata in timpul procesului de proiectare a unui prototip 

pentru a studia interacțiunea dintre piesele unui ansamblu si eventualele disfuncționalități ale 

pieselor componente. Spre deosebire de analiza statică a performanțelor angrenării  roților 

dințate care este efectuată pe o componentă al ansamblului (în cazul prezentat anterior, pe 

roata conducătoare), simularea dinamică permite analiza prin metoda elementului finit a 

ansamblului în condiții similare celor din timpul funcționării. De asemenea, spre deosebire de 

analiza statică prin metoda FEM care oferă rezultate ce depind de corectitudinea ipotezelor 

stabilite pentru definirea modelului de calcul (asimilarea dintelui cu o grindă încastrată, poziția 

și mărimea forței, stabilirea constrângerilor, etc.), procedeul de studiu al stării de tensiuni și 

deformații bazat pe simulare dinamică elimină erorile ce pot apărea, acest procedeu fiind bazat 

pe a doua lege de mișcare a lui Newton [138]. Astfel, simularea dinamică creată în INVENTOR 

ține cont de articulații definite de proiectant pentru a stabili interacțiunile dintre componente, 

dar și de constrângeri cinematice cum ar fi: forța de gravitație, forțele de inerție, forțele de 

interacțiune dintre componente, forțele de frecare, mișcările impuse,  momentele de torsiune, 

etc. 

 

 
Fig. 4.27. Realizarea simulării dinamice în INVENTOR 
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4.3.2. Influenţa ipotezei de generare asupra condițiilor de angrenare 

 

 Analiza este efectuată pe cele două angrenaje prezentate în subcapitolul 4.1: AnGP1, 

generat prin metoda precisă și AnGA1, generat prin metoda aproximativă. Algoritmul prezentat 

anterior are ca ultim pas exportul datelor pentru studiul dinamic, export ce generează modelele 

pentru anliza pe bază de element finit cu elementele sintetizate în Tabelul 4.6. Rezultatele 

obținute, caracteristice stării de tensiuni și deformații, sunt evidențiate în Tabelul 4.7. 

 

Tabel 4.6. Elemetele caracteristice modelelor pentru studiul dinamic prin metoda FEM al angrenajelor 

necirculare AnGP1 și AnGA1 

 AnGP1 AnGA1 

Noduri 258995 267775 

Elemente 168387 173513 

 

 Se constată că analiza performanțelor de angrenare prin simulare dinamică oferă 

informații globale, evidențiind zonele roții conducătoare în care apar valorile extreme ale 

tensiunilor și deformațiilor, precum și valorile maxime ale acestora. 

 

Tabel 4.7. Date privind starea de tensiuni și de deformații obținute prin simulare dinamică pentru 

angrenajele AnGP1 și AnGA1 

AnGP1 AnGA1 

Distribuția tensiunilor Von Mises 

  
Distribuția tensiunilor principale 

  
Câmpul de deformații 
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 Analizând imaginile prezentate în Tabelul 4.7 se constată că tensiunile principale și 

tensiunile Von Mises prezintă valori ridicate în zonele concave ale pinionului, pentru ambele 

angrenaje. De asemenea, câmpul de deformații are o distribuție similară atât pentru AnGP1, 

cât și pentru AnGA1, cu valori ridicate în zonele convexe, cu raze mari ale centroidei, în special 

pentru cele situate în vecinătatea zonelor concave. 

Reprezentarile grafice prezentate în Figura 4.31a, b și c sunt întocmite pe baza 

raporatelor obținute în urma anlizei prin simulare dinamică a stării de tensiuni și deformațiiși 

redau o comparație între valorile obținute pentru fiecare angrenaj. 

 

  
a) b) 

 

Fig. 4.31. Influența ipotezei de generare 

asupra tensiunilor Von Mises (a), 

tensiunilor principale (b) și distribuției 

câmpului de deformații (c) pentru 

angrenajele necirculare 

c) 

Se observă că, pentru angrenajul necircular generat prin metoda aproximativă 

performanțele înregistrate în timpul funcționării înregistrate prin simulare dinamică sunt 

superioare celor pentru angrenajul generat prin metoda precisă. Astfel, valoarea maximă a 

tensiunii Von Mises este cu 31,75% mai mică în cazul angrenajului AnGA1, tensiunea 

principală cu 57,70%, iar deplasarea maximă scade cu 44,45%. Rezultatele confirmă analiza 

efectuată în modul static ce a evidențiat, de asemenea, performanțe de angrenare superioare 

calitativ în zona concavă pentru angrenajul generat prin metoda aproximativă. 

 

4.3.3. Influenţa parametrilor de proiectare a danturii asupra condițiilor de 

angrenare 

 Pentru a studia influența parametrilor de proiectare asupra condițiilor de angrenare 

prim metoda simulării dinamice sunt analizate trei angrenaje cu unghi de presiune diferit 

(AnGP1, AnGP2 și AnGP3) și se parcurg pașii algoritmului prezentat anterior. Elementele 

caracteristice modelelor generate pentru analiza prin metoda FEM sunt prezentate în Tabelul 

4.8, iar rezultatele privind starea de tensiuni și deformații obținute prin simulare dinamică, în 

Tabelul 4.9. 

 

Tabel 4.8. Elemetele caracteristice modelelor pentru studiul dinamic prin metoda FEM al angrenajelor 

necirculare AnGP1, AnGP2 și AnGP3 

 AnGP1 AnGP2 AnGP3 

Noduri 258995 267775 276306 

Elemente 168387 173513 179864 

9.2900

6.3400

0

2

4

6

8

10

AnGP1 AnGA1

smax*10-5

[N/mm2]
9.6700

4.0900

0

2

4

6

8

10

12

AnGP1 AnGA1

smax*10-5

[N/mm2]

9.190

5.150

0

2

4

6

8

10

AnGP1 AnGA1

dmax * 10-8

[mm]
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Tabel 4.9. Date privind starea de tensiuni și de deformații obținute prin simulare dinamică pentru 

angrenajele AnGP1, AnGP2 și AnGP3 

AnGP1 AnGP2 AnGP3 

Distribuția tensiunilor Von Mises 

   

Distribuția tensiunilor principale 

   

Câmpul de deformații 
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CAP.5. CONCLUZII ŞI 

CONTRIBUȚII PERSONALE 
 

5.1. CONCLUZII  
 

Angrenajele necirculare constituie o categorie specială de mecanisme care, datorită 

avantajelor oferite (fiabilitate, putere mare de transmisie, etc.) pot înlocui cu succes 

mecanismele clasice (came, transmisii cu lanțuri, curele, etc.) specifice mișcărilor cu 

cinematică complexă. Dezavantajul major al roților dințate necirculare era constituit de 

costurile ridicate de producție dar, odată cu apariția și dezvoltarea soft-urilor de proiectare și 

simulare, precum și a noilor tehnologii de prelucrare, acest dezavantaj a fost înlăturat, 

angrenajele necirculare revenind în atenţia cercetătorilor. Proiectarea roților dințate 

necirculare este un proces nestandardizat, care cuprinde două etape principale: (i) modelarea 

centroidelor conjugate și (ii) generarea danturii. 

Lucrarea de față a avut ca obiectiv studiul angrenajelor necirculare, în general, și 

generalizarea unui procedeu de generare a danturii roților dințate necirculare, în special.  

 (i) Pentru modelarea centroidelor conjugate, au fost luate în discuție cele trei ipoteze de 

proiectare, evidențiate în literatura de specialitate, respectiv: 

- Ipoteza 1, ipoteza raportului de transmitere instantaneu, în care se cunoaște legea de variație 

a raportului de transmitere instantaneu și distanța dintre axe și se determină ecuațiile polare 

sau carteziene ale celor două curbe de divizare; 

- Ipoteza 2, ipoteza geometriei centroidei conducătoare, în care se cunoaște ecuația polară a 

curbei de divizare a roții conducătoare și se determină ecuația curbei de divizare conjugate, 

distanța dintre axe și raportul de transmitere instantaneu; 

- Ipoteza 3, ipoteza legii de mișcare impuse, în care se cunoaște legea de mișcare a 

elementului condus și distanța dintre axe și se determină curbele de divizare ale roților dințate 

necirculare și raportul de transmitere. 

 Au fost propuși trei algoritmi de calcul, corespunzător fiecărei ipoteze, și a fost creată 

o platformă interactivă (website) pentru facilitarea modelării centroidelor conjugate. 

 (ii) A doua etapă în proiectarea roților dințate a vizat generarea danturii. 

Teoria roților dințate circulare evidențiază două tipuri de generatoare și, astfel, două 

ipoteze de generare pentru determinarea flancurilor dinților, respectiv: (i) danturarea cu 

generatoare materializată, care impune cunoaşterea cercului de bază şi a unghiului de 

presiune și (ii) danturarea cu generatoare cinematică, ce impune cunoaşterea cercului de 

divizare şi a unghiului de presiune. 

 În primul rând, pornind de la elementele specifice roților dințate circulare, a fost analizată 

posibilitatea generării danturii pe baza generatoarei materializate, în cazul roților dințate 

necirculare. Au fost propuse două ipoteze de determinare a curbei de bază: ipoteza CB1, care 

consideră curba de bază ca locul geometric al picioarelor perpendicularelor trasate din axul 

roţii pe linia de angrenare curentă, și ipoteza CB2, care consideră curba de bază ca locul 

geometric al centrelor de curbură ale evolventei care trece prin centrul instantaneu de rotaţie. 

S-a constatat că, în ambele situații, geometria curbei de bază prezintă puncte unghiulare și de 

întoarcere, cu zone concave accentuate și, în consecință, nu este corespunzătoare generării 

ulterioare a danturii. Această observaţie a eliminat metoda generatoarei materializate din 

procesul de generalizare a construirii profilurilor dinţilor roţilor dinţate necirculare. 
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Pentru determinarea flancurilor dinților pe baza generatoarei cinematice, prin rulare, a 

fost propusă o metodă analitică în care este urmărită rularea unui dinte al cremalierei 

generatoare pe curba de divizare a roţii necirculare. În acest sens, au fost propuse două 

ipoteze de generare: 

(i) Ipoteza 1 (IpGC1) a luat în considerare generarea cinematică precisă a profilului 

flancului dintelui, presupunând că, în timpul rulării, pentru a genera un flanc al unui dinte, linia 

de divizare a cremalierei, ca tangentă la curba de divizare, îşi modifică permanent orientarea. 

Pentru curbe de divizare oarecare, în general convex-concave, profilul generat al flancului 

dintelui, denumit profil GCP (generat cinematic precis), este o curbă oarecare;  

(ii) Ipoteza 2 (IpGC2) a luat în considerare generarea cinematică „aproximativă” a 

profilului flancului dintelui, asimilând curba de divizare necirculară, în vecinătatea punctului 

curent, cu arcul unui cerc „echivalent”, cu raza egală cu raza de curbură a curbei de divizare 

în punctul respectiv. Profilul flancului dintelui, denumit  profil GCA (generat cinematic 

aproximativ), este evolventic, corespunzător cercului echivalent considerat. 

Algoritmii propuși pentru cele două ipoteze de lucru au stat la baza unor coduri originale 

PHP (Anexa 6, Anexa 7), care au permis reprezentarea grafică a curbelor de divizare și a 

flancurilor dinților. A fost efectuată o analiză comparativă a flancurilor dinților generaţi în cele 

două ipoteze cinematice și s-a constatat că generarea în ipoteza IpGC2 (aproximativă) 

introduce abateri mari ale profilului dinților situați în zonele cu curbură mare, comparativ cu 

profilul generat corect. 

Baza de date obţinută în PHP a fost importată în AutoCAD şi a permis finalizarea 

reprezentării secţiunii roţilor. Flancurile dinţilor au fost delimitate de curbele de picior şi de cap 

ale danturii, construite prin decalarea curbelor de divizare cu 1,25m, respectiv m, unde modulul 

m al danturii nu are are valoare standard, rezultând din lungimea curbei de divizare şi alegerea 

numărului de dinţi. Arcele de racordare de la piciorul dinţilor au fost alese la valoarea 0,38m. 

Editarea secţiunii roţilor dinţate necirculare a permis uşor obţinerea modelelor virtuale, prin 

extrudare dreaptă.  

Pe baza modelelor solide obținute în AutoCAD, angrenajele necirculare au fost 

prelucrate pe imprimanta 3D Prusa I3 – 2, iar prototipul a fost utilizat în realizarea unei machete 

demonstrative. Macheta este prevăzută cu motor „pas cu pas” și cu circuit programabil Arduino 

Uno.  

De asemenea, modelele solide ale angrenajelor necirculare generate au permis, 

ulterior, dezvoltarea unor studii teoretice particulare privind performanţele angrenajelor, 

respectiv contactul static dintre dinţi, în urma unei interferenţe iniţiale controlate, şi analiza 

stării de tensiuni şi deformaţii, prin metoda elementelor finite. Aceste studii au fost efectuate 

în două moduri: static și dinamic. S-a urmărit influența ipotezelor de generare a danturii și a 

parametrilor de proiectare asupra performanțelor de angrenare ale roților dințate necirculare. 

S-a constatat că dantura generată prin metoda precisă prezintă performanțe superioare, din 

punct de vedere al contactului static dintre dinți, faţă de dantura generată prin metoda 

aproximativă. De asemenea, valori mai mari ale unghiului de presiune determină o 

îmbunătățire a petei de contact, atât cantitativ, cât și calitativ. 

 Analiza stării de tensiuni și deformații, în modul static, pentru angrenajele necirculare 

a fost efectuată prin metoda FEM în Autodesk Inventor, pe baza modelelor solide importate 

din AutoCAD. Studiul comportării la încovoiere a danturii roţilor necirculare a pus în evidenţă 

următoarele aspecte: 

- ipoteza de generare prin metoda precisă determină îmbunătățirea condițiilor de angrenare 

ale roţilor în zona convexă și în cea rectilinie, prin reducerea valorilor maxime ale tensiunii 

principale și a celei Von Mises precum și a deplasării maxime la nivelul capului dintelui; 
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- pentru zona concavă, angrenarea se efectuează în condiții superioare pentru angrenajul 

generat prin metoda aproximativă; 

- mărirea valorii unghiului de presiune determină obținerea de performanțe îmbunătățite ale 

angrenării, prin reducerea valorilor maxime ale tensiunilor si deplasărilor. 

 Analiza performanțelor de angrenare prin simulare dinamică a fost efectuată, de 

asemenea, în Autodesk Inventor, pe baza modelelor solide importate din AutoCAD. Deoarece 

analiza prin metoda FEM bazată pe simulare dinamică oferă informații asupra întregului 

ansamblu aflat în angrenare, a fost obținut un tablou al zonelor critice ale pinionului din punct 

de vedere al stării de tensiuni și deformații, respectiv au fost evidenţiate zonele concave unde 

apar valori maxime ale tensiunilor și zonele convexe, cu raze mari ale centroidei sau cu variații 

bruște ale acesteia, unde apar deformații mari. Rezultatele obținute au confirmat concluziile 

analizei efectuate în modul static, și anume că unghiul de presiune mai mare şi generarea 

danturii prin metoda aproximativă, în zonele concave, conduc la performanțe superioare ale 

angrenării.  

 . 

5.2. CONTRIBUŢII PERSONALE 
 

 Roțile dințate necirculare continuă să preocupe specialiştii din industria angrenajelor, 

ca urmare atât a multiplelor avantaje pe care le oferă, relativ la mecanismele tradiţionale 

complexe, cât şi a perfecţionării procedurilor de proiectare şi prelucrare, obţinute prin folosirea 

softurilor avansate şi a tehnologiilor neconvenţionale. 

 Îndeplinirea obiectivelor de cercetare a pus în evidenţă următoarele contribuţii 

originale: 

 Studiul literaturii de specialitate privind roţile dinţate necirculare şi evidenţierea 

stadiului actual al cercetărilor în domeniu;  

 Generarea centroidelor necirculare conjugate, în trei ipoteze de generare. Dezvoltarea 

unor algoritmi specifici, însoţiţi de coduri originale PHP/HTML, care să permită generarea 

centroidelor și a reprezentărilor grafice pentru variaţia raportului de transmitere a mişcării 

(Anexe 1, 2, 3); 

 Platforma interactivă pusă la dispoziția specialiștilor pentru generarea centroidelor 

necirculare conjugate; 

 Analiza posibilității de generare a danturii roților dințate necirculare pe baza 

generatoarei materializate și crearea unor programe originale PHP/HTML pentru două ipoteze 

de generare a curbei de bază: ipoteza CB1 (Anexa 4), care consideră curba de bază ca locul 

geometric al picioarelor perpendicularelor trasate din axul roţii pe linia de angrenare curentă, 

și ipoteza CB2 (Anexa 5), care consideră curba de bază ca locul geometric al centrelor de 

curbură ale evolventei care trece prin centrul instantaneu de rotaţie; 

 Stabilirea algoritmului de calcul și crearea programului PHP/HTML pentru generarea 

flancurilor dinţilor în ipoteza generării cinematice precise (Anexa 6); 

 Stabilirea algoritmului de calcul și crearea programului PHP/HTML pentru generarea 

flancurilor dinţilor în ipoteza generării cinematice aproximative (Anexa 7); 

 Platforma interactivă pusă la dispoziția specialiștilor pentru generarea danturii pe 

centroidele conjugate, prin cele două metode de generare a flancurilor dinţilor; 

 Dezvoltarea unui studiu comparativ între flancurile dinților modelați prin cele două 

metode, pentru stabilirea zonelor în care se înregistrează abateri mari între profilurile dinților 

generați prin metoda corectă şi aproximativă, respectiv; 

 Pregătirea și importul bazei de date obținute în PHP pentru modelarea solidelor în 

AutoCAD; 
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 Completarea reprezentării secţiunilor tansversale în roţi şi generarea modelelor solide; 

 Simularea angrenării 3D, pentru analiza contactului dintre dinţi în solicitare statică, 

prin introducerea unei inteferenţe iniţiale controlate, în mediul AutoCAD. Studiul a fost 

concentrat pe dantura situată în zonele concavă, convexă și rectilinie şi a urmărit influenţa 

ipotezei de generare a danturii și a unghiului de presiune al danturii asupra distribuţiei şi 

mărimii petei de contact static dintre dinţi;  

 Utilizarea modelelor virtuale 3D, în mediul Inventor, pentru studiul privind starea de 

tensiuni şi deformaţii ale angrenajelor necirculare. Studiul a fost efectuat prin metoda 

elementului finit, în două moduri: static și dinamic;  

 Analiza statică a influenței parametrilor de proiectare și a ipotezei de generare a 

danturii asupra stării de tensiuni și deformații, în zonele concavă, convexă și rectilinie; 

 Simularea angrenării roţilor dinţate necirculare, în Inventor, şi analiza dinamică a 

angrenării,  ce evidențiează zonele „critice” ale roţilor, din punct de vedere al stării de tensiuni 

și deformații. A fost efectuată, de asemenea, o analiză comparativă a influenței pe care ipoteza 

de generare și parametrii de proiectare o au asupra angrenării. 

 

 5.3. PERSPECTIVE DE CERCETARE 
 

Lucrarea de faţă prezintă un procedeu original de generalizare a generării danturii roților 

dințate necirculare. Studiul este dezvoltat utilizând un pas unghiular constant, în ipoteze de 

generare diferite și cu unghi de presiune constant. În perspectivă, procedeul de generare a 

danturii poate fi completat cu abordări diferite: utilizarea unui pas constant pe lungimea curbei 

de divizare, variația modulului danturii, variaţia unghiului de presiune de la un dinte la altul etc.  

De asemenea, condițiile de angrenare pot fi analizate urmărind stabilirea unei proceduri 

de calcul al gradului de acoperire a danturii, evoluția liniei de angrenare, influența variaţiei 

distanţei dintre axele roţilor şi a abaterilor de poziţie asupra performanţelor angrenării, etc.  

Standul de încercări executat poate fi ulterior utilizat pentru cercetări experimentale ale 

performanţelor angrenajelor necirculare în funcţionare, putând fi dezvoltată o analiză 

comparativă a eficienţei energetice a angrenajelor necirculare şi a convertizoarelor de 

frecvenţă. 

Nu în ultimul rând, se va urmări depistarea unor aplicaţii industriale concrete şi proiectarea 

roţilor dinţate necirculare care să răspundă cerinţelor cinematice ale acestora. 
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